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Vorwort, 



Der YeK&886r dieser Idemen Soluift pflegt in Beinen Vor^ 
lemmgen Ober Analjsis die trigonometrischgn Reihen jedesraal, 
die Kugelfunctionen abwechselnd mit ausgewählten Capiteln aus 
der Integralrechnung soweit zu behandeln, dass der Studironde 
im Stande ist, die Kugelfunctionen in <Ier mathematischen Physik 
mit Erfolg anwenden zu können, biese Vorträge bilden den 
Inhalt der vorliegenden Schrift; man darf daher kein Specialwerk 
erwarten, in welchen Untersuchungen auf Functionen angewendet 
werden, die fiellddit in der Katar gar nicht vorkommen, sondern 
nur theoretisches Interesse bieten. Die Beschrftnknng anf die gewöhn- 
lichen bisher in der Hatnrwisaenschaft verwendeten Functionen 
dürfte umsomehr gerechtfertigt sein, da dies selbst Biemann in 
seinen Vorlesungen gethan zu haben scheint, wie dies aus den 
von K. Hattendorf herausgegebenen „Vorlesungen über partielle 
Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische 
Fragen" hei-vorgeht, in welchen Riemann gerade den Kern seiner 
berühmten Arbeit „üeber die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Reihe*' (Gesammelte Werke, Xll) nnb^rOhrt 
gelassen und dem Inhalte nach Dirichlet gefolgt ist. 

Die Darstelhmg dieser Schrift ist eine ganz elementare, so 
dass Jedermann, der sich durch etwa ein Bemester mit Analysis 
beschäftigt hat, sich ohne Mühe den Inhalt aneignen kann. Der 
Hauptwerth dieser Schrift düi-fte in der Kurse und Einfachheit 
der Convergenzuntersuehungcn der bipr behandelten Reilie^i lipfTpn^ 
welche für die nach Kreis- und Kugeilunctionen fürtschreitenden 
in ganz gleicher Weise durchgeführt sind. Auf diese Theile legt 
der Verfasser deshalb besonderes Gewicht, da selbst Dirichlet 
in seinen „Vorlesungen Uber die im nmgekehrten Yerh&ltniss des 
Quadrats der Entfernung wirkenden ErSfte" (herausgegeben von 
Dr. F. Grube) (yergl. das Vorwort /Air ersten Auflage) „diesen 
Beweis nur wegen der Kürze der Zeit weggelassen" und auf 
seiue Abhandlung (in Orelle's Journal Bd. 17) hingewiestti bat. 
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IV 



Vorwort. 



Der bier mitigetlieilte Beweis erfordert, die KenntniB» der HSigen- 
Bohalteti der Kugelfünction yoransgesetzt, kaum eine Yorlesongs* 
stunde. 

Anwendnngen der Kreis- und Eugelfunctionenreihen auf 

physikalische Anfgiihen wurden in dieser Schrift ganz aus- 
geschlossen. IJinsichtlich jener der Kugelf unctionpii möge auf 
den zweiten Band von Dr. E. H eine's „Handbuch der Kugel- 
functionen", auf die früher erwähnten Dirichlet'schen Vorlesungen, 
auf Franz Neumann's „Vorlesungen über Theorie des Potentials 
und der Kngelfonctionen** und auf die ebenfalls von E. Hatten- 
dorf herausgegebenen Vorlesungen Biemann's „Schwere, Electri- 
cität und ^Nfagnetismus'^ hingewiesen werden. B^üglioh der 
trigonometrischen Reihen findet man ohnedies in jedem physika- 
lischen Handbuch gelöste Aufgaben; eine reiche Auswahl bieten 
auch die früher genannten Vorlesungen von Biemann über „Par- 
tielle Differentialgleichungen". 

Bei der Correctur des Druckes wurde der Verfasser von 
seinem ehemaligen Schüler Herrn Professor Dr. Alois Walter 
untersttttzt, wofttr er ihm seinen TerhindHdisteii Dank ansipii«^ 

Gras, im NoTember 1896. 

Johannes i*'ri»cliauf. 
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Erster Abschnitt. 

Bdil&enentwloklimg naoh Kreiaftmotioneii, 



1. Die Summen 

Cn «= ^ 008 ta , 8n "= ^ sin «a 

werden auf die folgende Art bestimmt. 
Kau aefae in 

on (a; + y) — sin (ap — = 2 cos o; sin y 

OOS (a; — ff) — cos (x y) = 2 sin a; sin y 

« — ia, i««0, 1,...« — 1 

und addire die erhaltenen Gleichungen. Damit wird 



8 am — 
8 



ooi — — OOS In — —\a 
2) Ä » ^ 



28m^ 



Aus dem Ausdrucket für Cn folgt 
3) coBa -\- co8 2a -\- ■ • ' cos (« — l) a 



sm 



(«-!)« 



8am — 



Ist ~ 2k7C^ wo eine ganze Zahl iat| so wird der Zähler 

dieser Ausdrücke gleich Null, der Nenner wir*l auch Null, wenn 
a gleich 2» oder ein Vielfaches Yon 2» ist In diesem Falle wird 

0, — Ii, Ä, — 0. 
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2 Erster AbBohnitfc, 

2. Um die Sommeu 

Cn = ^ COS ii>a , cos iqa 



t — w — 



i — n—l 

sin ij^a . sin iqa 



T,» = y sin t^a . cos i^a , 

wo n — ^Tc: n ist, p und g ganse Zahlen bedeuten, 9<fi, su 
bestimmen, setze man 

2 G08fj»a • cosf^a <^ eo8t(|> — q)a eoai(p + 

2 sin ipa • sin »ga = cosi(j9 — q)a — cosi{p -j- q)a 
2 sin ij)a • cos iqa = sin «(p — g)a -j- sin »(p -f- q)a 

und wende die Gleichungen des vorigen Art. Bn, 

Man erhält fftr O« den Werth Null, wenn nicht p -^q = kn 

ist, wo Ic eine ganze Zahl (einschliesslich Null) bedeutet. Sind 
zugleich p q und p — q Vielfache von », so muss (wegen 

2 < n) S3 Y , p ^k'n-jr Y ^^am. Falle erhftit maa 

C» — I». 

Sind nicht sngleieh p + g. und p-^ q Yid&Ghe von fi, so iat 

Für /Sm erhält man Null, wenn nicht p ■^q '^kn ist, und 
wenn 9 — ^ t JP '^'^ -f* -|- ist. Ist aber p — q^ hn^ oder 
p -\- q'=' kfif so erhSlt maA 

Der Werth von 2"« ist immer Null. 

3. 3Bs seien fSkr die Fnnetioii f{sB) die Fonctioaswerthe 

^» -^ij ••• ••• -X«— 1 

für die Argumente 

j^BKO, j;i««a, ... as»— i (« — l)a, 
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Reihoiieiitwielclimg aaeh ^eisAmofeioneiL 3 

wo na = 2n ist, gegebnn. Mau bestimme aus diesen Angaben 

die Coefficieaten der üeihe 

-\- Bitanx -i- B^üafix •] 

Aus den n Chleiehungen 

X{ ^ Ä^ cos ia -i- oos 2ia + • * • 
+ fmia -\- B^an. 2ia -\ — • 

erhält, man rt C^of^fficionten A und B. Zur Bestimmung von Äq 
multiplicire man diese Gleichungen nack Art. 2 mit den £iimi- 
nations-Factoren 

1, cosga, . . . cosiga, . . , co8(n — l)ga 

nnd addire die eilialtenen Gleiehimgeii. Man eibftlt nach Art 2 

^ COStff« y 4- Än^g + A^n^i H 

+ 4- •^+« + -^Ä+f H )• 

iBt q gleieh Null, so miä 

<-on — 1 

^X, = »{A, + A. + A,. + ---); 

ist q von Null verschieden y 80 fiLllt A^q weg. Ist m gerade, so 
können für q alle ^^ahlen 

0. 1, 2, • • Y 
gesetrt werden, fttr g y wird 

^ X.- COS y »tt = -|- As« 4 ) , 

weil wieder Aq und A«—, ... sich vereinigen. Ist n ungerade, 
kann man för q alle Zahlen 

0, 1, 2, 

setien; grSssere ZsUen, als ^ » oder ^ ^ geben keine aenen 
Werth«. * ' 
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4 Erster Abiclmitt. 

Zur Bestinunuug von Bq multipliGire man diese Gleichangen 
mit den Eliminations-Factoren 

0, sin ga, . * . 8UL iqa^ ... am — l)qa 

und addire die erhaltenen Gleicliungen. Mau erhält nach Art. 2 



!» 1 



Xi sin qia y (J^j — Ä«-« -|- ) 



Ist n gerade, so kann man för 9 alle Zahlen setzen von 9 = 1 bis 
irt n «««nd«, w kum q-t Us «-5^ 

gesetzt werden. 

Ist die obige Reihe derart conyergent, dass man An-^ gegen 
Aq^ Bn^q gegen 7eniachlft88ig«n kann, so erhSlt man ans 

den w Werthen Xq^ Xi ... A^— i, wenn n gerade ist, ^ -|- 1 



n 



OosännS' und — 1 Sinns-Coeffidenten; ist n ungerade, so er- 

n -f- 1 n — 1 

hält man — ^ — Cosinus- und — — Sinus-Coeffidentenj in beiden 

Fällen im Ganzen n Goef&cienten. Am genauesten werden dabei 
Ao und An erhalten. 

9 

In der Praxis ist es zweckmässig 4:m zu setzen, weil 
dann die Sinnse und Cosinnse Ton 0, 90^, 180^, 270^ vor- 
kommen. 

Zusatz. Sind weniger OoelGflicienten zu bestimmen alsFciActions- 
werChe gegeben sind, so sind die Gleichungen znr Bestimmung 
der Coeffieienten dieselben, welche man erhält, wenn man diese 
Coefficienten aus den Werthen Xq, Xt . . . X^— i nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt. 

4. Besondere Fftlle. 

I. Ist /"(a« — «) = + /•(«), 

so Tereinigen sich in den Cosinus-Summen zwei Posten XfCoBqia 
und Xn—i coBq(n — i)a, 2 . . ., wfthrend die Sinus*Summen 

Kuli werden. Eis ist daher 

B, — 0. 

n. Ist f(2n — «) = — /•(»), so wird 
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fiaheDeatwicklimg naxsk SreigfunotioiieB. 5 

und für n gerade = Aq. Ist ausserdem Jlo = 0, so ist 

T 

J, — 0. 

Beispiele. Der in Art. 3 und 4 dargestellten Functions- 
bestimmung bedient man sich dann, wenn nur die Functions- 
werthe f{x) (für x = ia) gegeben sind, oder die Entwicklung 
der Fimetioxi in eine Sinns- nnd CosinnSrBeilie weiilftnfige Beeh- 
sangen erfordert. Das Verfiüiren soll an nachfolgenden Beispielen 
erörtert werden. 

Zur Bestimmni^ dear Polar-Coordinaten r, v des Ortes eines 
Himmelskörpers in einer elliptischen Bahn dienen die Gleiclrangen 

« « -|- e sinn, r»« — aecos« 

. 1 / \ .1 .1 /o^ 

SU Y — *) ™ ^'^T V y f I 

wo c = sin rp äifi Excentric.'ität, n die halbr grosse Axe Ijedeutetj 
die Grösse .r (mittlere Anomalie) ist der Zeit proportional. 

Es sollen für a = 1, e = 0.016771 OH (für die Erde) die 
Reihen für r - 1 und v — x entwickelt werden. Setzt man 
n s 8 , so erhült man 

«^«» 40^41' 15.26, «j — 90® 67' 38: 79 
% — 135*40'17.'25, «o=»0, = 180* 

Für f{x) = r 1 erhält man in Einheiten der aubton Stelle 
/•(O) — — 1677106, /•(!) = — 1171677, /'(2) = -f- 28122, 
f(B) + 1199709, f(4) = H- 1677106; 
daraus erh&lt man 

f(^x) = 14063 - 1676927 cosx — 14060 cos 179 cos 3^ 

— 3 cos 4a; . 

Setst man v — »^f(p)% so erhftlt man 

/'(O) = 0, /•(!) = + 4966':i8, f(2) = -j- 6917':26, 

^(3) = -j- 4820. 21 , /"(4) = Oj 

daraus erhält mau 

f{x) » + 6918':29 faskx+ 72:48 sin 2 jr + l"03 sin 3«. 

Die Ooefficienten dieser EntwicUnngen weioben von directen Ent- 
wieUnngen, welche U. J. LeTerrier*) für denselben Werth der 

*) Annales de robserratoire imperial de Paris. T. iV. 1868. 
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6 Erster Abschniit. 

Excentricität gegeben hat, entweder gar nicht oder nur um wenige 

Einheiten der letzten Stelle ab. 

5. Wird n nnendUch groBB YOraiugeseiBt, so können die 
Wexthe 

0, a, 2a, . . . ii»! . . . (» — l)a 

aifl stetig anfeinandeifolgende Werthe von x — 0 bis » — 2n 
betrachtet werden. Koltiplieiit man die Gleichungen fftr Äf und 

Bn mit 27C und setzt ia ^ ^ ^ » de, so gehen diese 

über in 

2/r 



J f (g) eoaqsdg'^ xA^ 

0 

2fr 

Jf{z) sin qzde =^ nBf^ 



0 

Fttr die besonderen FlÜle des Art. 4 erhält man 
I. Ist f{2% — «) = f(x)^ 80 wird 

ff(g)d0 - 

0 

e 

£, = 0. 

n. Ist f(2n — x) ^ — f(»), so wild 

il, = 0 

n 

ff(g)miq0de^Y^9' 

0 

Znsatz. Die eben erhaltenen Ansdr&cke erhält man am 
einfachsten dadurch, dass man, 

/*W = ^0 + A H 

-j- ^1 sin ^; -|~ * * ■ 
TOramigesetaEt, die Werthe der Integrale 
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Beihenentwickliiiig nach KreMfunctioneii. 7 

Sit in in 

Jf{a)dey J f (z) cos qz dz^ J f{z) sin qz dB 

0 0 0 

bestiimnt*). 

6. Diese Ableitnug des Ausdruckes der Functinn fix) durch 
eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x iorUckrtütende 
Reihe ist nicht strenge, da der üebergang von einem endlichen 
n za einem unendlich grossen n gar nicht gerechtfei-tigt wurde. 
Für die BegrCtndung dieser Pomel soll die Summe von «i Gliedern 

1=0 () 

wo für i = 0 die Hälfte des Gliedes zu nehmen ist , bestimmt 
werden, und dann die Frage erurLert werden, welchen Werth S» 
annimmt, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Für die Convergenz der Beihe Sn ist zunächst erforderlich, 
dass ihre Glieder unendlich Ueia werden, wenn ihr SteUenidger 
nnendlidi gross Torausgesetzt wird. Dazu sind gewisse Eigen- 
schaften der Function f{x) nöthig; sind die hieher gehörigen 
Fragen beantwortet, so bietet die Beantwortui^ der Hauptfinge 
keine weitere Schwierigkeit. 

7. Es sollen ao, a^, ... positiTe Zahlen bedeuten, und 

5« = ap — öl + — • ■ ■ + 
L Ist <Iq > Ol > Ol . . so ist wegen 

Sn ^ Sir (f''2rJrl — ('Ir+i) — • • • 

Sir^l < < Sit, ^ 

also auch S» < a^. 

*) Dass die Coeffidentea der trigonometrischen Reihe auf diese 
Art bn^^tmimt werden, um eine ganz willkürlich (graphisch) gegebene 
Function darzustellen^ hat zum ersten Male Fourier in einer der 
französischen Akademie am 91. Dee. 1807 vorgelegen Arbeit ans> 
gesprochen. Diese Reihen werden daher auch „Fourier'öche*' genannt. 
Den ersten strengen Beweis der Couvergeuz lieferte Dirichlet (Grelle, 
Journal für Mathematik, Bd. 4) 1829. 

Die Geschichte der Untersuchungen über diese Reihen ist aus- 
führlich enthalten in der berühmten Abhandlung von B. Riem an n 
„Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische 
Reihe**. HabilitationB* Schrift vom Jahre 1864; in B. Riemann*s „Ge> 
sammelte Werke und wissenschalQicher Naehlaes". ZU. 
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8 l:a:ster Absclmitt. 

II. Ist < ttj < ög . . . , 80 ist wegen 

-Sf r Ob + («1 — «l) + («4 — Ob) H 1- (fltr — Ofr-l) 

8»r+l (Oo — Ol) + (fl« — <%) H h (««p — «Ir+l) 

= Än — l + a«, 

iS>sr positiv, negativ und ti» absolut kleiner als o». 

8. Es sei 

a 

0 

zu bestimmen, wenn n unendlich gross TorausgesetBt wird. 

Es seien «i, «g, ... die Wurzeln der Function sin nx im 
Intervalle von x^O bis x^a, a wird dabei als ein Vielfaches 

▼on — vorau^esetst; ist dies nicht der Fall, so TergriSssere man 

in dem obigen Integral a his zum nächsten VielfEichen von ^* 

Man zerlege J in 

f=J'+f+- /+■■■ 

I. Nimmt f(x) im Intervalle o? » 0 bis X'^a stetig ah, 
so ist 

J*f{^) sin»a; • dx = f{ßr) J sin nX'dx = ~ ^ — ij f\ßr)t 

WO ßr ein ICittelwerth zwischen «r und «r-f-i ist Bas Integral 
J verschwindet nach Art 7, I, wenn n unendlich gross wird. 

n. Dasselbe gilt nach Art. 7, II, wenn f(x) von x^O 
las x — a stetig zunimmt. 

Daraus folgt, dass das Integral 

Jf(x)iLanxdx 

verschwindet, wenn n unendlich gross vorausgesetat wird, sobald 
f{x) im Intervalle x == a bis x ^ b stetig fortgesetzt zunimmt 
oder fortgesetzt abnimmt Dasselbe findet statt, wenn f{x) eine 

solche Function von ;r ist, dass sie im Intervalle x = a bis 
X = p abtheilungsweise zunimmt oder abnimmt und abtbeilungs- 
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Reihenentwicklung nach Kreisfanctionen. , 9 

weise stetig ist*), denn auf jede dieser Abtheilungen kann der 
eben erwiesene Satz angewendet werden. 

in. Wird f{x) zwischen a und i>, etwa für x = un- 
endlich, ist 

ff(x)dx 

a 

endlich, besitst f{x) im -Bereiche**) von e nicht unendlich 
Yiele Maxima und Minima, so wird 

b 

Jf{ai^ saxnxdx 

a 

' verschwinden, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Das TJnendlichwerden einer Function f(x) für == c ist am 
häufigsten derart, dass (x — cyf(x) für ein positives hinreichend 
gross gewähltes v im liereiche von x = c endlich bleibt, etwa 
Ist nun v < 1 , so ist der Betrag 




-r4^ («'-'- (-*•-'), • 

also verschwindend klein, wenn d und c als verschwindend klein 
vorausgesetzt werden. 
Ebenso verschwindet 

Jlogxdx = ja; logic — x^ • 

0 0 

Unter solcher Beschränkung soll f{x) eine integrirbare 
Function genannt werden, wenn für jede Unendlichkeitsstelle 
(etwa c) von f\x) im Intervalle x === a bis x = b 

J f («) dx 

verschwindet. 



*) Abtheilungsweise heisst, dass zwischen a und b eine end- 
liche Anzahl von Werthen c < d < e • ■ liegen , wo die Function in 
den Interrallen (a, c), (c, d), (d, e) ... entweder nur suninunt oder wir 
abnimmt, und stetig ist. 

**) Bereich eines Werthes c smd die eämmtlichen zwischen c — ö 
ond c 4- * liegenden Werthe, wo 9 und t von einer durch die Unter- 
soehimg bedi^ffcen Kleinheit vcffauagesefaict werden. 



Digitized by Google 



10 Enter Abachnitt 

Pur den Beweis von III beachte man, dass unter den obigen 
Voraussetzungen die Function / (it) von x=^c — S an bis a> = c 
und Tcm x — c bis x^ c*^ $ mit d^^uselben Vorzeichen Ter- 
sehen betrachtet werden kann*). Nun ist 

J f{x) Wknxdx = J f{x) zmnxdx -f- J sin »o? dic ; 

da im ersteren Integral f (x) im Intervalle c — d bis c nicht 
das Zeichen ändert, so ist dasselbe absolut kleiner als 



jnx)dx, 

ebenso ist das zweite absolut kleiner als 

Sf{x)dX', 
e 

beide Integrale, also aueh 

/ f{x) annxdx 
«-# 

▼erseh winden, wenn 6 und • unendlich Idein Toransgesetxt werden. 

Dasselbe findet auch statt, wenn f(x) im IhtervaUe x^a 
bis 0? » 2» mehrere derartige ünendlichkeitswerUie besitzt 

IV. Besitzt aber f{x)^ wenn f(e) unendlich ist, Im Bereiche 
von X'^e unendlich viele Maadma und lünima, so muss der 
Werth des Integrals in dem Inter?alle c — d bis c -f* e besonders 
untersucht werden, wie an dem nachfolgenden Beispiele erl&utert 

werden soll. 
Es sei 

f(x) sinn« vx*~^ sin-^ sinn« — x*^^ oos-^ wanx. 

XX 

2J as*""* tmnxdx — J*^*~^ (t ^" **^)*'* 

— / sin - nxjdx. 



*) Das Yoneichen von x^e — 9 bis««*«; kann von jenem 
▼on «sebi8««s,«-|-t auch vendiieden sein. 
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Beiheme&twicklaag nach £reiafuiiction«i. 11 

Seist man y -i- + nac, 

80 wird 

3^«+* =- - H- *i« — (~. — n)Ä + 

Die Function y liat bei a — 1 : l/n ein IGnimmn, ihre 

Aaidanivai .iiia im B«reioh« TOB c - 1 : T<m d«r iwöt» 

Oiidnmig. 

Bestimmt man den Betrag 

a+i- 

• a — d 

SO kann ö derart gewählt werden, dafs für ein unendlich grosses n 
•^»ynd nnendlich klein, hingegen unendlich gross wird. 

Man braucht dazu z. B. nur i'^n ^ zu. setzen, dann wird 
9 -1 - 

— «■ n * , ~t — n*' Dann kann von x — a bis a + ^ 

gesetzt werden. Damit wird £7, da im Intervalle g bis a + ^ 
die Grösse a^~* gesetzt werden kann, 



enetst man « dnroh |f, so wird 



wo das obere Zeichen güt für x > a, das untere fOr x < a. 
Damit wird 

siny 



I V 1 



6+»' 6' 



dy 
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12 Erster Abschnitt. 

WO n^t n unendlich gross wird. Nun ist 



. -(6 + 1)*), 



0 

damit wird 

Ü^Ya n * sm(2Yn 

Wird für a ein Werth zwischen 0 und 1 : ]/« genommen, 
so kann man für die Werthe x von a — «5 bis a + 

setzen; das Integral innerhalb dieser Gren2:en wird von der Ord- 
nung a*', also verschwindend klein. Dasselbe gilt auch für 



äc»-— * sin — nxj dx . 

Da also (ausser U) die übrigen Bestandtheile des Integrals J 
bei unendlich grosBem n Tersch windend klein werden, so wird 

ein Ausdnuk, welcher fiu' v < y unendlich gross wird, während 
das Integral 



f(x)dx = 0^ wenn 0 < v < -|- 



Aus der Berechnung des Integrals / gebt hervor, dass im Be- 
reiche von X = 1: ]/» die raschen Aenderungen der Zeichen von 
f(x) durch den Factor sin nx derart compensirt werden, dass 
die Bestandtheile des Integials sich summiren. 

y. Das Integral J bleibt endlicb, wenn 

gesetst wird, wo g>({c) von X'^O bis X'^a endlich und ab- 
theilnngsweise stetig ist. 



*) Dieses Integral wird in Art. 16, III ausgewerthei 
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Beilieifeeiitwiokliiiig nach Erdifimetioiie&. 13 

Zerlpf^t man das Integral von 0 bi'^ n in die Theile von 
0 bis £ und von s bis a, wo f verschwindend klein ist, so kann 
im Intervalle von 0 bis e q>(x) als conatant = y(0) angesetzt 
werden, es wird daher 



<p{x) sin nx 



. <i.-,(0)/?i^<l»-,(0)/'^d.. 



I 

J 

wenn ns^0 gesetst wird; lilsst man mit wachsendem n die 
Giilsse s derart abnehmen, dass nt unendlich gross wird, so wird 

Würde mit in das Unendliche wachsendem n he = 5 eine end- 
liche Zahl, so wähle man d> « derart, dass nd mit n unendlieh 
gross wird. Dann wird 



J'^'^"''' -/+/+/ 

c 6 

^ sinWÄrfo; = q>{p) J ^ 



0 

«6 



die beiden letsteren Integrale snsammen geben 

T»(0). 

Daraus folgt: wird n unendlich gross, so ist 



a 

f 



■—^ smnxdx =^ Y 9" Wi 



sin «0, 

letatere Gleichung fOr mn nnendlidi Ueines t nur dann, wenn 
nt unendlich gross wird. 
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14 Enter Abschnitt. 

Für das Integral 

b 

Jf{x) cos nxdx 

a 

gelten die Sätze in I — IV unverändert, dagegen gilt nicht mehr 
der Satz V, deshalb, weil das Integral 



a 
t 

COS X 



sinnlos wird*). 

9. Zur BeBtimmnng der Summe iS^ des Art. 6, wobei f{x) 
als eine im fiiterriille x^Q bis x^^ft gegebene integzirbaze 
Function, welche in keinem Bereidie dieses Intervalles unendlich 
viele Mazima und Minima besitst, Toraosgesetast wird, setze man 



f{e)dz cos i{e — x) 
und aetse nach Art. 1, 3) 



I " — n 

]^ cos i(e — rc) « 



Mn(2n + 1)1—5 



damit wird 



<=o »ün— ^ 
tn 



z — X 

sin (2« -|- 1) 



2 



Setst man 



Z ~ X 



*) Der Grand des Nullwerdens der in diesem Art. behandelten 
Integrale bei in das Unendliche wachsendem n liegt darin, dass in 

dem unendlich kleinen Intervalle 2jr:n die Grösse nx sich um 2« 
ändert, während f [x) als constant betrachtet werden kann. Nur, wenn 
die Aendemngen von f{x) derart Tor sich gehen, dass in dem Inter- 
valle 2n:n die W'-'rthr fir': "in-??.r oiler f ■x) ms 71 x "icli nicht auf- 
heben, verschwinden diese Integrale niciit. Aber im Beispiele IV muss 

f(x) sogar unendlich gross werden von der Ordnung ^-^'t damit 

diese Betrftge resp. endlich- oder onMidlioh -gross werden. 



Digitized by Google 



Beiheiiaatwiokluiig nach Kreislimetioiieii. 15 

80 wird 



X 



' ' 8tny ' 



.X 



I, liegt « swisoheu 0 und 2»«, so wird nur fBr y » 0 
nnetidlicli gross; man «erlege dann das obige Integral in 

wo 8 und e unendlich klein, nö und he un^ndlioli cfrof^s Toraus- 
gesetzt werden. Das erste und dritte Integral smd verschwindend 
klein, das mittlere 



i:-M 



Jt\:^y+ g) "' äff ^f{x-Oj'-^ 

im + '^2+ 4> - f (x + 0) ■ ^ . 

da man in dem Intervalle — d bis -\- t ^iny = y setzen kann; 

Hh (>) bedeutet den Grenswerfh von f{x-^2y) (oder f (ic + y)\ 
wenn y bis zur IMl abnimmt. 

Ist im Bereiche yon die Ftmetion stetig, so ist 

/•(ar - 0) = /-(o; + 0) . 
Man erhält daher fttr die Stellen, wo f{x) stetig ist, 

für jene Stellen, wo f{^) Ton /(a; — 0) auf ({x-^rO) überspringt, 

^n-^ ~ {fix — ^) -\- t\X ^ O)) , 
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16 Bnfcar Absehnitl 

II. Für sc = 0 wird 



in 



0 

Zerlegt man das Ihtegial in 

<;o wird das mittlere Integral Noll, das erste wird nf{^ 0), 
das dritte 7if(2a — O)^ also 

= i (/"(+<>) 4- A2«-0)). 

m. Für » — 2n absli man denselben Werth für iS^ . 

10. Man kann das gewosnene Resultat aneh folgendermassen 

atisspreclien : Ist am Umfange eines Kreises vom Radius Eins 
eine eindfiutige integrirbarc Function f(x) ausgebreitet, welche 
im Bereiche keiner Stelle des Umfanges unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt, so ist der Werth der unendlichen Beihe 



an 



wo för i >B 0 die Hslfte des betreffimden OUedes zn nehmen ist^ 

f{x) für jede Stetigkeitstelle, 
Y (fix — O) + f(ß + 0» teoe jede SpnuigsteUe. 

Ist f(0) von f{2n) verschieden, so ist dieser Punkt des Umfimges 
als Spnmgstelle zu betrachten. 

11. Besondere Fftlle. 

T. Ist /'(27t — ic) = -(- f{x), 

80 werden die Sinuscoef&cienten Null, 
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Beiheuentwickiung nach Kreisfuuütionen. 



17 



Dia Beihe 

f(ic) = Aq-\- cos X -(- cos 2 .^ -f- • • • 

gilt für alle Werthe Ton o; o bis « » , die Zahlen 0 und » 
eingeseUloBsen. 

n. Ist /'(2« — «)« — /•(«), also /•(«) = 0, 

so werden die Cosinuscoefficienten iNuii, 



n 



Die Beihe 

f (x) = jB^ sin « -j- sin 2« -j- • • • 

gilt fOr alle Werthe Ton x zwischen den Grenzen 0 und n; für 
s= 0 giebt die Beihe den Werth Null, die vorige Gleidnmg 
gilt daher nur dann für x = 0^ wenn f(p) = 0 ist. Für x^yt 
ist ohnedies f(n) = 0, die vorige Gleichung daher giltig. 

Ist die Function f(x) nur von x = 0 bis x == jt gegeben, 
so mnss sie zur Auwendung dieser Formoln derart von jr = tt 
bis X = '271 fortgesetzt gedacht werden, dass sie die Bedingungen 
I und n erfüllet. Ist für II f(n) von Null yerschieden, so ist 
zn berücksichtigen, dass die obige Beihe für ««ff das arith- 
metisdie Mittel von f(if) und — f (W) d. i. Kall liefert. 

Dadurch unterscheidet sich die Sinusreihe von einer con- 
reigenten Potenirnlie; für eine solche ist /* (« — «) von f (n) 
nur um eine mit verschwindendem £ ebenfalls verschwindende 
Grösse verschieden , wahrend die SiniT^nnhe für x = n — e eine 
endliche Grösse liefert, für x = n den Werth Null giebt. Aelin- 
liches gut auch für die nach Sinus und Cosinus fortschreitenden 
Reihen. 

12. Beispiele. 1. Es sei von «»0 bis f(x)^l. 
Die Cosinusreihe liefert 

Die Sinusreihe liefert 

- 2 1 - cosnff 
n ' 

1 ^sin« -|- ^ sinS« + " •)» 

Friaohaaf, VorleBongen. 3 
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18 Enter Abulmitt. 

welche Qleiohaiig für alle Weithe yon x zwisohen 0 and n giltigf 
ist, für « » 0 nnd x^n nklit giltig ist. 

IL Efl sei TOn » 0 bis x — n f(x) = i;. 

Man erhält 

ap — 1 ^ — 2 (cos a; -|- p cos 3 «-}■•• *)J» 
a; = 2 (sin « — y sin 2a; -|" y sin Sa; — * ' •) » 

die zweite Gleichung gilt für a; = 0, aber nicht für a; = Jt. 
Setst man in der ersten Gleichung a; = 0, so erhält man 

X + 6« + * 

m. Es sei von a; = 0 bis a; = f{x) ^x^ Yona; — 
\ttB X = n f{x) = n — HC. 

Für die Coefficienten erhalt man 

n ~% n 



n 

T 



^ f(/) sin ne de = J ß sin ne de "i" ^ — *) sin nede^ 



s 

damit wird 



J^f(ff) COS Hill« — 
9 



1 -f- COS«« — t OMM — 



8 smfirr 



sin ns<fif — — 

— 8 
«(4m -f 2) 



g 
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BeihMMiitwieldusg nadi Snitfiiiietioiieii. 19 

4 4 



-.V « 8 /C08 2x , coa6a; , \ 
^, . 4 /sin« sin 8« I sin (^d» \ 

/^W = ir(-Ti S1- + -5* 



welche letztere Gleichung auch für x — 0 und x = n gütig ist. 
Für aj = 0 oder x = n erhält man aus der ersten Gleichung, 

^ o; = aus der zweiten Gleichung 

T'"P + P + f» + '** 

IV. Es sei von a; = 0 bis x -r- f{x) = l^ von ic =■ ^ 
bisiB = « /'(a;)=«0. 
Es ist 

Aj'-yt -Alm— 0, -^«+1— |-4;^i -^«+»^ — 1^4^^11:15 

/•(«) = -1 + 1^ (cos» — -i- c(m3« + - 

2/2 1 \ 

/(a;) = — (sin a; + y sin 2« + y sin S« + • • •) j 

für X = ^ ist der Werth dieser Reihen • 

13. Statt dab die Ennction f{x) Yon « 0 bis — 2» 
als gegeben ToraasgeBetst wiid, kann sie aneh yon « — % 
bis X = -\- % ab gegeben Toiansgeseist werden. In diesem 
FaUe ist 

f{x) ^ A^-\-' cosd; ^ A^ea&2x -\ 

+ -Bj sin a? -f- ^8 sin 2x + • • • , 



wo 



1 

2 



— « — *» 

/•jr 
/* sin «jer dz , 

3' 
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20 Erster Absehnitt. 

und diese Beihe liefert fdr alle Werthe Ton x inneilialb der 
Grenzen — n und -f* ^ den Werth 

ftkr ^ A und -|- ff den Werlh 

y(A« — 0)4- + 0)). 

Setit man in diesen Foimeln 

und ersetzt schliesslich y uud tp durch x und /', so erhält mati: 
Ist fix) von — o \a» -\- a gegeben, so ist der 
Werth der Snmme der Beihe 

^0 H- ^1 cos ^ + ilj cos 2 ^ H 

-|-ABin^H-i?,sin2^ + ..., 



wo 



— « — « 

— a 

ist, für a; zwischen + a 

für « — + a 

Auch die besonderen FiJle des Art 11, 
L ^(_jr)- + f(«), n. f(--r)-.-./'(-r), 
lassen sich ohne Schwierigkeit behandeln. 

14. Setzt man in der Formel des vorigen Art 
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Rdhenentwit^nng nach Kreiifanctioiiai. 21 

wo für i 0 die Hälfte des erbaltenea Gliedes za nehmen ist^ 
a unendlich gross voraus , und setzt 

so kann man im Glied« fiOr i = 0 die Grösse 

— OB 

Temachlftssigen, und die Torige Summe der Beihe geht über in 

= — I du (1 f{z) (iOBu{z — x)dz^ , 

0 — ac 

WO X zwischen — ao und -|- (X> vorausgesetzt wird. Diese 
Formel enthält den Fourier' sehen Lehrsatas. An den Sprang- 
stellen liefert diese Formel den Werth 

4(/'(«-0)4-Aa? + 0)). 

Ist f(x) nur für positive Werthe von x gegeben, so kann sie 
für negative derart fortgesetzt gedacht werden, dass entweder 

I. f{-x)^ + f{^), oder EL a?) f{x) 

ist. 

Setzt man 

co8m(« — x) = coswir cosi«x -)- siutfj? sin««, 

so erhält man unter Voraussetzung 1 



OD 



fix) =^ "1" ^cos ^x f {&) cos uz dzj ; 



0 0 

unter Voraussetsung II 



00 CC 

in. Ist die Function f(x) nur für die Werthe von sc = g 
bis X = h gegeben, wo g <. h ist, so kann diese Function wiU- 
kürlich derart fortgesetzt gedacht werden, dass sie Null wird 
für jedes x yon » — oo bis x^g^ und von x^h bis 
a; s ^ 00. Die Fonrier^sehe Formel geht dann tlber in 
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22 Erater Abscbnitt 

f{x) — ~ J ^^{J f^'^^ coa«(« — x)dsj , 

wo ^^»<Ä ist. 

An den ßprangsteUen oriiSlt man den Werth 

y(A«-o) + a« + o)). 

15. Beispiele. I. Iii iiiT g x < h /* (o;) 1 , 80 erh&lt 
man nach III des voiigeu Art. für g <ix <ih 

Für die Spnmgstelle x = g erhält man den Werth 



n. Ist für positive f(x) — e~**, wo Ä positiv Toraixs- 
gesetst wird, so erhiüt man nadi I des vorigen Art. 



u 



nadi n des vorigen Art 



UO 

k cos XU , n ^kx 



in. Ist f{») = ar^, h positiv nnd < 1, 

aT'* » ^ ^ j* lios ua; (Zw co« u^r 

OB 00 

= ^ ^ sin uxdu ä"* sin U£f dzj . 

Setst man in den inneren Integralen uz = so können die- 
selben von H unabhängig gemacht und daher als constante Factoren 
herausgehoben werden , es wird dann 
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Reihenentwicklung nach Kreisfunctionen. 2S 

dB OS 

■* Ä ^ ^ COS 1*0; dt* • cospdjf 

00 

2 r k-1 . 



00 « 
0 



FOr A 4" luid 1 wird 

8 



TT 



Setzt man Yi als podti? toiuvi, so werden die Integrale 



aO 00 



r cos u , /• sin 14 - 



positiv. Denn zerlegt man sie wie in Art. 8 in Theile yon 0 
bis ;r, ff big 2 7c, ... so wird 

/•(»)-;^--J= + 



Das erste der beiden Integrale zerlege man in die zwei Theile 
von 0 bis ~ und y bis n und setze im zweiten Theile u = » — «| 
(dann wieder u statt »i), so wird 

J*~^ du = ^^^^^ " — »))co6i*<itt. 

Da, wenn a < ( ist, a + u bei wachsendem « in grosserem 
YeAftltmss wichst oder abnimmt als b + ff , so nimmt ab 

und f(n — «) zn, wenn u von 0 bis wächst, für — 

werden diese beiden Reihen einander gleich, es ist daher 



C08 tt du , l/^ 
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24 Enbex Abschnitt. 

Das Sinusintegrai ist, wie man anmittelbar ersieht^ positiv; es 
ist daher 

o 

Damit wird für positive a 

OD 00 

/cos au du /* sin au , i/ä 
und wegen ^/y = sin = cos , 

an 

+ <i» - y ^ sin (* + ^) • 

Setzt man ]/u = a;, so wird du » 2a; da; und 

BOB («3!*+ — t1/| + t)' 

^ain (aas* + &) <l» =- y]/^ sin + ^) • 

Dieselben Werthe erhttlt man fOr die Integrale mit den Grenzen 
— oo and 0, also das Doppelte fllr die Grenzen — oo und -|- oo . 



/ 

X 
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Zweiter Absclmitt. 

Die Kngelfdnotlonen einer Verttnclerliolien. 



16. IKe Bestimmuiig des FotentialB irgend einer Masse 
erfordert die Berechniing des reeiproken Wertiies der Eni- 
feniiing d des in einem Punkte (ixf, y\ z) vereinigten Massen- 
elementes von dem Punkte (a;, fttr welchen das Potential 

za bestimmen ist. 

Die rechtwinkligen Coordinaten {x^ g) kann man dnrck 
Polarcoordinaten ersetzen. Ist 

X = r coB & X = r cos d-' 

y»r8inD-eo89 y'— / sinO-' oos^' 

e = r siB.9 Bing} r sin sin ^\ 

80 bedeutet r die Entfernung des Punktes (j, z) vom Coordi- 
natenanfkng, die GrOssen ^ und 9 können auf die folgende Art 
yersinnlioht werden: Man beschreibe ans dem Ooordinatenan&ng 
mit dem Radius 1 eine KngelflSdie, die vom Aniknge nacb dem 
Punkte (Xy f/, g) gezogene Gerade markirt auf dieser Kugelfläche 
einen Punkt die positive a;- Achse einen Punkt -4, die xy-Ehene 
eine grösste Kreislinie Ä wo A U in der Richtung der positiven x 
gegen die positiven ?/ genommeu wird; dann ist der Kreisbogen 
AM = ^ ^ der sphärische Winkel UA31 = cp. Nimmt man don 
Punkt A als Pol, den duich die a;^- Ebene bestimmten grössten 
Kxe^ als Knilmeridian, so ist # die Poldistanz, g> der Lllngen- 
untersehied, 9) sin der Bogen des ParaUelkreises ffir den Punkt Jf. 
Die Grossen cos sin d cos 9, sin sin^ sind die leehtwinkligen 
Coordinaten des Punktes M der KugelflSche. 

Die Entfernung d der beiden Punkte (jc, y, g) und (« , y\ d) 
ist gegeben durch 
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26 Zweiter Abschnitt. 

<!•- («' - xy + {y - yf + (/ - zf, 

= r* + r * — 2 rr' (cos d cos ^' -|- sind sin ^' cos (9' — tp)) , 

<i*«» + r'^ — 2rr' cos ab, 

Gost» « co8dco8d'4' sin^sin^^' cofi(^' — 9), 

wo tt den Bogen JlfJf' bedeutet. 
Damit vrird 

1 1 



yrt+f'»— M cos» 

Ist von den Grössen r und r' r < r , so setze man 
1 1 

S«Utmu r^_,_ cot«-», 

80 wird 1 

wo y * 



17. Die (7 rosse T kann ninn in eine ("onYcrgT'nfp Pribe nach 
Potenzen von a entwickeln, deren Coetücifcntf-n gauzt Funktionen 
Ton X sind; bezeichnet man den Coefficienten van mit Pn{^\ 
80 kann dieser auf die folgende Art bestimmt werden: 

(t - c(2« — «)) — l + ai(2« — «)ir+ö,(2a?— «)V-< , 

Die Glieder von ^»(d?) werden erhalten 

aus das Glied 
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Die KiigdiimetioiMii einer Veränderlichen. 27 
fSa n gerade 



für fi ungerade 

1*4-1 «4-1 ^ n— I 



Der Coei&oieiit tqh ist 

. . s 1 . 8 ' 6 ' ♦ ' (2fi — — 1) 

^ rrl(*-«r)l * 

dieser kaim, wegen 

1 . 3 • • • (2n — 2r — 1) . (« — r) ! 2«-'- = (2» — 2r) ! 

— (»— 2r)! (#1 — 2r + 1) • . • (2« - 2r), 

umgeformt werden in 

. (2« — 2r) - — 2rH- i) 
^ ' 2Vl(n — r)l 

man ersieht, dass dieses Glied, »-mal integrirt, gieU 



nl VI 
also 

Eine dritte Form fiir den Coefficienten von x"-*'" erhält man 
so: Multiplicirt man in l) den Zähler und Nenner mit 
(2« — 2r+ l)(2n — 2r + 3) • • • (2« — l),'imd setst (#» — 2r)l 
= — 2r 4- — 2r + 2) • w, so wird dieser Coeffi- 

dent 

V t-S'ö (2n— l) ^ (- Ifnin — 1 ) ■ ■ ■ (n - 2r -\- 1) ^ 
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28 Zweiter Abschnitt 

Die Function l\{x) wird eine Kugelfunction genannt*). 
Für die Werthe x von — 1 bis -|- 1 ist sie reell und ihr grösster 
Werth ist 1. Dies kann auf folgende Art erkannt werden. 

Setzt man ic = cosy = (^^' + ^^0» ^^^^ 

T ^ (l — 2a co&y -\- ^1 — ce>"^ ^1 — ae-^^ = 

(1-1 1_ a„a« one^yi -j j (i f_ a„<r— H ) . 

Die Glieder mit «* zerfallen in zwei Gruppen, jedem mit dem 
Coefficienten a„_,a.,'/''~-*^>" entspricht eines mit dem Coefticienten 
o,a»-_,€r-(»— deren Summe giebt 2a»~,ö, cos(« — 2s)y. 

Die Summe dieser Glieder tou s = 0 bis s ^ oder ^ ^ ~> 

je nachdem n gerade — wo aber yom letzten Glieds nur die 
HOlffce zu nehmen ist — oder n ungerade ist, ist P« (eosy), es 
ist daher 

4) Fn (cos y) = 2^a„_,a, cos (« — 2ä) y ; 

diese Summe nimmt ihren grössten Werth an fttr y » 0 (oder 
» 4* unter dieser Annahme ist 

T « ^ = 1 „ + ««+..-!-«''+•• • 

d. h. der gz^Ssste Werth von P»(x) ist+l^^^ + l- ^ 
X = — 1 exhfilt man Pn{x) ^ 1 wenn n gerade, hingegen 

Pii(*) = — 1 wenn n ungerade ist 
Für X'^O erhält man 

Ptn (0) = (- 1)»«« , P|,+l(0) — 0 , 

_ 1_ 

wie man auch direct aus {l -\- a^) findet 

18. Aus der Gleichung 

ergeben sich folgende Eigenschalten Ton Fn(x). 

*) Die Benennung „Kugelfunctiouen" hat Gauss in „GOttinger 
gelphrte Anzeigen" 10. Januar 1828 (R(1.6, S. G48 der Werke): „. . . Ent- 
wicklung der Kugelfiinctionen (so möchten wir die Functionen zweier 
TeiSadenicheii Grössen, die allgemein jeden Punkt einer Eogelfiftche 
bestimmen, nemien) in fieihen . . eingeführt 
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* Die Eugelfunctionen einer Verändeiiiclien. 29 

I. Da — l)* 2tt reelle Wurzeln gleich + 1 besitKt, 'so 
sind die n Wurzeln yon Pm(p) und liegen swisclien — 1 
und + 1, 

n. Es ist 

f i 

/p«(a;)P,(a?)dÄ;==0, 
—1 

wenn m von n verschieden ist, hingegen 

+ ' 2 



+ 1 +1 



— 1 — 1 



wird m <Cn vorausgesetst, so erhsU man durch fn^maliges thdl'^ 
weises Integiiren 



-1-1 



— 1 



—1 



— ix' - ly dxi 



der erste Factor unter dem Integrale ist eine Constaute = (2 m)!, 
daraus folgt, das das letzte Integral Null wird. 
Pftr ft«fli 

—t ^1 

Setzt man 
so wird 

+1 +t 

J - ^ f f (1 - ifi,. 



— 1 —1 
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30 
Ans 



1 

/**■(! -«)»iff - ^/ »•+•(1 - 



•rililt man durch wiederholte Anwesdimg 

es wird damit 

m. £» iit 

da: dx 

19. Uie Kugelfunction P„(ir) ist ein particuläres lutegr&l 
einer linearen Differentialgleickong zweiter Ordnung. 
Setzt mau 



80 wird 



woraus 







» 

dB 




da; 


^ j^jj ~~ 




8 778 


(1- 





erhalteii wird. Differenzirt man diese Gleiehmig niich x und 
setrt statt ^ den Werth — «T, so erhalt mau 
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Wird in dieser Gleichung 



und der Goefficient yon a* gleich Knll gesetet, so erhUt man 

d*P (x) äP (x) 

Das eine particuläre Integral dieser (ileichung ist eine ganze 
Function vom Grade n d. i. die im Art. 17 (für die Coefficienten- 
fonn 3)) bestimmte Kugelfunction, wenn der constante Factor 
80 gew&Ut wird, dafis Pn{^) 1 wird fiEür « = 1. 

Das zweite particnlftro Integral oith&It log (1 -\- x) und 
log (l — «), es wird daher unendlich f&r jp — -f- 1. 

Aus der vorigen Diiferentialgleichung folgt, dass die Wurzeln 
von P„ (x) alle verschieden sind. Denn wären zwei gleiche Wurzeln, 
etwa gleich a, vorhanden, so müssten für diesen Werth o auch 
der erste Differentialquotient , also vermöge dieser Differential- 
gleichung auch der zweite, und, wenn man diese Gleichung wiederholt 
difierenzirt, auch der n^*^ Null werden, was nicht möglich ist. 

Zusatz 1. Die vorige Differentialgleichung lässt sich auch 
80 ansetzen 

- n(» + 1)P.(*) - ^ ((1 - ^) , 
daians folgt 

- n(n +l)f ?,{x)Pm{x)dx = /p,. W ^ ((1 - x') ^^)dx 
—1 —1 

denselben Werth erhält man für — w(m -f- l) JPm{»)^»{3^dx^ 
daraua folgt —1 

j^«(ap)P«.(«)<f« — 0, 



wenn m von n Terschieden ist 
Seist maa in 

dx 

1 — 2«« -f «» 
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so erhält man durch Oleichstellung der Coeffioienten der Potensen 
mit Zuziehung des Torigen Satees 



Zusatz 2. Aus den Gleichungen 
BF a ^ dP^jx) 



da 



erhält man 



* dcc a ox 

2 {-^ — is^ - C2« + 

die erste Seite dieser Gleichung redncirt sich auf 

es ist daher 

2,\—ii di (2« + i;p.(^;j«" = o, 

woraus 
folgt 

30. Dilferenzirt man 

yt — 2ax + «• 

nadi a, so eiiilli man 

+ (« — «) ««0, 



da 



(1 - 2«« + .») 1-^- + (« - a)!-- 0. 
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Setzt man in dieser Gleichung T =^^7^„ (r) «•* nnd den 
Coeificienteu von a" gleich Null, so erhält man die Re- 
cnrsionsformel 

Diese Formel giebt jedes Pn{^) t^ns den swei Torausgehenden 
P«_i(x) und P«-.s(x). Ans P«(a?) 1 und Pt(x) — sc kann 
Pn{x) erhalten werden. 

Mit Zuziehung dieser Formel lassen sich auch einfache 
Ausdrucke für den Differentialquotienten von Pm^^x:) ünden. 
Aus 

folgt 

- ^ ''-n(n+ l)fPn(^)dc^, 

(2n + 1) J'Pnin)dx = Pn+ii?o) — P»-i(^) . 

Beseiehnet man die integrirten Glieder von j'Pn(x)dx mit 

CT, so ist diesen noch eine IntegrationsconstaAte C hinzuzu- 
fügen , also 

WO C » 0 ist, wenn n gerade und 

n±l 

(-1) * «M-i 



ir (—1) * 1 • 3 . 6 • . • (« — 2) 



« n 4- 1 1 • 8 • 8 • • • «— _1 • a • 

wenn n ungerade ist . Damit wird ^ 

0 - '»')^ - - ^(«^.+' w — ^-w) = 

setzt man in dieso Gleichung iur — nP„^i{uj den Werlh 
(n 4- l)P„+i(a-) — (2» + l)xPn(x), so «rhfilt man 

Differenzirt man die vorige Becursionsformel und ersetzt 
(2» -j- l)Pii(«), 80 erhält man 

^P»(^) 

« - (2» + 0- -55- + 1« + 1) - 0 • 

Friaehauf, ToTUnuigon. 8 
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An» — j — = 0 xaA — 3 — — I kann — 3 — 

2 dx dx dx 

weroeiL. 

21. Die Kngelfonetion P^ixi Hart akh dmdi ew bestimmtea 
Integra] anadrOekeD. Seist man in die Potinel 



f*^ = * , alieohitii>5, 

1 — 6 CO« 9 ya* — 6* * 

1 — 2«j: = i^l — «J^/ — o^ir' — l) 

iro % reell nnd « io Uein YOtaiugeMtat ivird, dab abaalnt a>( 
ist, 80 wird 



1 — ay«'— leoey yi — 

entwickrjlt man uacii »teigenden Potenzen von a, so erhält man 
darcli (ileichstellimg der Coefficienteu von a" 

n 

0 

die Formel von Laplace. 

Setzt man a — «x — 1, 6 — «yac* — 1, und setzt x positiv 
und ftkr «r eine pontive hinreichend grosee Zahl, dass absolut 
a> h ist, und entwickelt man nach fallenden Potenz^ TOn a, 
SO erhält man dnrch Gleichatellung der Coef&cienten von a"*"* 

Man erhält daher fttr reelle positive x 

ff ft ^^^^^ 

J'{x + cüS9|/^— lfd<p = J(x -f cosg>V«" — Ij""''*^^. 
0 0 

22. Die Kugelliinction P„(co8y) hat Dirichlet durch be- 
stimmte Integrale ausgedrückt, welche Fonnen zur Eenntniss der 
Eigensehafben dieser Function, sowie fttr die ConTergenznnter' 
suohung der Kugelf^netionenr^e von grOsster Wichtigkeit sind. 
Diese Integrale erhielt Dirichlet auf die folgende Art*). 

*) Grelle, Journal für Mathematik, Bd. 17, 18S7: „Sur les s^riea 



I 
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Die Kugelfouctionea einer Veränderlichen. 35 
Setzt man m dem Ausdincke 

T = ^ = Po + Pi a H 1- -P» H 

u — cos^ -|- » fliii^, so wird 

1 + = «(« + ^ 2«C08^, 

1 : IT* = 2 (cos i|; — cos y)a ^ < y 

— 1 

|/2 (cos -v» — cos y) 

y ^ wnj'» + » cos j^ ^ > y 

y'-i I cos y — C08 

Dadoroh nimmt der Ausdruck T die Form -|- an, wo 

ö Pq + P| 008^ + " • + -P« 008«^ + • * • 

B" — Pj sin 1/; + — -|- P„ sin «i/; + • • ■ , 

Cr und H haben die obigen verschiedenen Foimeu, je nachdem 
1^ <; oder > y ist. 
Nach Art. 11 ist 

jr n 
P« = Q- cos d-^ und P« — ^ & sin d^ j 

jedes dieser Integrale mnss in zwei Theile zwischen den Grenson 
0 und y, y und 7t zerlegt werden ^ es ist daher 

p / ^C08*^ OOS ^t^ d^ _^ 2 /"cosni^ sin^i/;di^ 

* * ^ >/2(G08^ — coö y) }/2 (cos y — cosl^ö ' 



Y 

''^""j n i^ bin f. ip uTfj 2 ^ sin 71 7/; cos * ip a v 



^ / sin n i/> sin ^ t/) ^ 2 / * sin ni/; cos i t/j f/ i/j 
* * t/ V2 (cos ^ — cos y) ^/ ]/2 (cos y — cos -^j 

0 y 

wobei zu bemerken ist, dass in der Formel 1) ffja 0 auf 

dont le terms g^n<Sral dopend des deux angles, et qui servent ä ex- 
primcr des fonctions arbitraires entre des limites donndes". Die hier 
gegebene Darstellung ist nach des Verfassers „Convergenz der Kugel- 
nmcti<nienreihen" (MitthailmigeM des naturw. Vareines ffir Steiermark. 
Jahrgang 1886) genalten. 
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der rechten Seite die Hälite zu nehmen ist, die Formel 2) für 
M <BB 0 üire Qiltigkeit yerlidiii. 

Durch Addition toxi 1) und 2) erhSli man 

y ft 

" y2(coB^ — cosy) V2(co8y — coft^)* 

« r 

setzt man in 1 ) und 2) statt n die Zahl n + 1 und subtraliirt 
man die neuen Gleichungen, so wird 

Y " 

rco s (n + ^ dj i ^ /'sin ( n + 4)»<>1^ 
]/2 (OOB — e08 y) ^ }/2(coey — eos^} 



0 

Es ist daher 



8) ^.(cos,)-! f'^j^^+im 

« j7 V2 (cos ^ — cos y 



1 cos in -\- .1 j v d V' 1 cos 

* J yBixi ^ y* — sin ^ ^* ^ J ^sin (y 



— cos y) 

cos (» -j- |) V; V 



+ ^) sin i (y 



« J ya(eOBy — coBV) 
r 

_1_ / * sin (n + j^) ^ d-» ^ / * sin (n - f ^)tftrf^ 

» J ysin i ^» - Bin i y» « J }/8in i (y -f- ^) dn ^ (^"-^ * 
y y 

welche Formeln auch f&r n 0 giltig sind. 

Setzt man in4)y = Ä — d, ^»jr — 9, so erhält man 

4') P«(cosy)»=fc;^ 



]/8in ^ -|~ V) i (d ~ 9) 



Die Formeln 3) und 4) wurden von F. fr. Hehler aulgt stellt*). 

Die vorstehende Ableitung der Formeln 1) bis 4) ist nicht 
strenge, da die Entwicklung von T nur für a < 1 convergent 
ist. Es Iftsst sich aber die Richtigkeit dieser Fonneln ohne 
Schwieriglceit direct beweisen. Es genügt hieizu der Beweis für 



*) „Notas über die Dirichlet'schen biegralansdrlteke f3r die Kugel- 
fbnciion". Math. Annalen. Bd. V. 
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die Fotmel 8). ZnaSehat mag bemerkt weiiden, dass das durch 
P« gegebene bestimmte Integral immer endlieh ist. Die Beihe 

8=J'^-^P,a-i [-^'««"H , 

wo P,i ■ P ' cos durch dio Gloicbiuig 3 ) qrc^r'ben ist, und tt 
einen echten Bruch bedeutet, ist daher convergent. Es ist 



(cos -^ifi -(- tt cos }^ -| -|- tt* cos («I -|- i)^ -| ) 

Die in S vorkommende Reihe 
12 OOS 4^ -|- « cos + • • • -f- «" cos (» + -4)1^ + • 
wird dn»^ Anwendung von ^ 

2 cos fl? = + e*"*% 

als die Summe zweier geometrischer Reihen 

' bestimmt; damit wird 

Y 

0 

Setzt man 

sin^ip » sin-^^r sin^, 

so wird Ü 



t 



Setzt man in (9 statt or nnd y resp. - nnd tt — y, so 
bleibt die ganze RprhTnin;]^ uugeändert, und man erhält damit 
die Begründung der Formel 4 ). 

23. Ans der Mehler'sohen Formel 3) fOr Pn(coBy) folgt: 
I. Sind «1, ... ttn die Wnneln von ooihx^O im 

Intervalle von x = 0 bis wo k = n -\- ^ gesetzt wird, 

also 

«' = (2'--i)sF 

ist, und setzt man 
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«r 

80 wild wegen der Gleichheit der Zähler tob eosi<r und der 
ftboefameiideD Nenner Ytm^^ — sui^V ^ Intermllen 
tir bis t 

( cos y » = /• »^1 + -/^ 

Nach Art, 7 folgt, dass je zwischen (ctj , >. ' . i. • Tcra, ») 

eine Wrirzel Ton Pr^' cos-/ 1 = 0 liegt: letz^'^r^ Fun' tion also 
n reelle und von einander verschiedene Wurzeln besitzt. 

II. Aus Art. 8 fol'jt ncmittelbar. dass für ein anendlich 
gr(t^.isf'<i j? Pn^QOfty) verschwind*^;! . w»nn ■/ und rr — y f^ndlich i?t. 
Wird aber y oder :t — y als uneu'ilieh kJein Toransgesetzt, so 
erfordert dies eine besondere Untersuchurig. 

Wird y ^ Y Vielfaches von etwa {2r -\- 1) 

Tcmmsgefetzt — im Falle dies nicht stattfindet, vergrossere 
^ — flo ist der absolute Werth TOn P,(co8y) kleiner als 

"r-f-l 

(— If i* cosfc^d» 

* J Vnni(y + i^)imi(y — 

woleher Ansdniek wieder Ueiner ist als 



1 d» 



(y + «r j 

Im Intervalle Or bis o^+i kann 8in^(y — — hiy — ^) 
gesetst werden, damit wird 

also Jri mithin .auch ahsolnt P»{my) kldner als 

jr — *Jfgl 



yi.d«(,-^) 
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Daraus folgt Tumittelbar, dass Pi,(oos^) verBcliwiiidet, 

T^enn n (slso auch Jfe = « -f~ "5^) «.nendlich gross wird, voraus- 
gesetzt, dass y und n endlich ist. 

Wird mit n unendlich gross, - unendlich klt^in, dabei aber 
ny unendlich gross, so wird der obige Aiisdruck K noch immer 
nnendlich klein. Wird aber ny endlich, etwa gleich ^, so ist 

also endlich, mithin auch {cosy) im allgemeinen endlich. 
Wird 

gesetit, 80 heisst J (d) die Oylinder* oder Bessersobe Function 
von ^. 

Wird mit n unendlich gross, ny unendlich klein, so kann 
im TnterYalie von 0 bis y cosA;i^ = 1 gesetzt werden, es wird 
dann 

p,(cosy) = A f-r-ß=,^l. 

Wird ff — |r bei unendlich groBsem n unendlich Mein, so 
folgt ans 

(cos y) = 1)"P, cos {jt — y), 

dass P«(cosy) verachwindet, wenn n(n — y) unendlich gross 
wird, dass aber Pn(cosy) im allgemeinen endlich ist, wenn 
n(it — endlich wird und P«(cosy)a»( — 1)* wird, wenn 

n\% — unendlich klein wird. 

Z n s a t z. Ein Nähenin i^s wert Ii von P« (cos y) für grosse 
Werthe von n und ny wird auf die folgende Art erhalten: Die 
Bestandtheile des Integrals für P» (cos y) haben nur dann einen 
erheblichen Werth, wenn y — ^ klein ist; man setze daher 
y — ^, und entwiclde den Nenner von 

Y 

P, (cos yj = ^ 
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in eine PaiMBrabe. Besdutakt nun ach auf zwei (Nieder, so 



Dindb tbcahnues Integriien criAlt 

Witd Irjr nnendMcli gross, so ist nadli Art. 15, III 



ß 



V9 



0 

Für endüdie Wstihe tob ky ist der Felder im ersten Integrale 

1 / * COS (k y — u) /" COS u 

woran'^ nach einer Umfonnnnjn^ wie in Art. 15, HI mit Ziudebung 
Yon Art. 7, I folgt, dass dieser fehler kleiner ist als 

welcher Ausdruck Btthemngsweise gleich ist 

T 

$ I (* — 2») costtdf» = - — ^• 

Damit wird 
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41 



Beschränkt mau sich auf das erste Glied, so kann im Coeffi- 
cienten n statt k gesetzt werde dann ist 



P. (eMy) cos ((« + 1) y - l) 



Dnieli Diffomitwtian (od«r nach Art. 20) ailiilt man 

—Ii yirs-r'^\\''+T)y-T) 

Aus dicbüu Näherujigswerthen ist ersichtlich, dass die Wurzeln 

Yon J*n(owy) im Interyalle ^ aufeinander folgen, nnd dass 

in der AGtte zwischen je zwei Wurzeln ein Maximum oder 
Minimum, d. i. eine Wurzel des Differentialqaoüenten von 

Fn (cos y) liegt. 

Dies gilt für grössere Werthe von 9 auch für dio IJcssi I schfi 
Function; dtna nach den von Hansen auf 6 Decimalstellen 
berechneten Tafeln der Functions werthe J (&) von & = 0 bis 
9 == 20 (abgedruckt in Lommels „Studien über die Besserschen 
Functionen**) ergeben sieb folgende WurzelwerÜie: 

Wurzel werthe Differenz 
2.40482G 



5.520079 
8.653730 
11.791535 
14.980919 
18.071064 



3.115253 
3.133651 
3.137805 
3.139384 
3.140145 



wo die letzte Ziffer jedoch nicht verbürgt werden kann. Der 
Unterschied zweier aufeinander folgender Wurzeln nähert sich 
um so mehr der Zahl ff, je grösser die Wurzeln werden. 
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Kugelfunotionen zweier Veräuderliohen. 



24. Das Potential v des Massenelementes das in einem 
Punkte (/, »\ (p) vereinigt gedacht wird, auf den Fonkt 
(r, 9>) ist durch 



»n. Ist r < r , so wird 

« f (co»") (7-)^'; 
ist »• > r\ 80 wird 



«=0 



Das Püteutial einer beliebigen "Masse, von welcher ft' ein 
Element ist, erhält man durch Summirung der Elementar- 
potentiale V. Bezeichnet man die auf alle Ifassenelemente er^ 
streckte Snmme von resp. 

-^rri (coB ») oder (tr^Pn (cos ») 

r 

mit Xn, so erhftlt man f&r das Potential V resp. 

VX. od«r ^-Fi- 

«—0 

Liegt der Punkt (r, qy) nicht in der wirkenden Masse, so ist 
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oder in JPolarcoordinateu ausgedrückt"') 

seist man die obigen AnsdrAcke för F in diese Gleichung, und 
beitleksiclitigt man, dass sie für jeden Werth von r erfüllt 
werden mnss, so erhäH man für beide Formen Ton V die 
Gleichung 

i) „(„+l)sia*X. + ^{su.*^) + ^^" = ü. 

Da P„(coso) eine ganze Function Ton cos^, Bin<&C0B^, 
sin^singp ist, in deren einzelnen Gliedern die Summe der Ex- 
ponenten n, n — 2, . . so gilt dies auch für X«. Ein Integral 
der vorigen Diffisrentialgleichung I) ist diese Function X„. 

Es möge nun allgemein eine „Kugelfanction X„ der 
Ordnung" jede ganze Function von cos 0, sin •O* cos ♦jp, sin O' sin 9 
genannt werden, welche dieser Düferentialgleichung I) genügt. 

25. Ans der vorigen Definition einer Kngelfiinction folgt: 

I. Die Summe zweier oder mehrerer mit beliebigen Con- 
stanten multiplicirter Kugelfonctionen derselben Ordnung ist 
wieder eine Kugelfonction. Sind die Coefficienten einer Kugel- 
function Functionen einer Grösse A, so kann man die Kugel- 
function zwischen beliebigen Grenzen, die aber von und g> 
unabhängig sind, integriren, das Kesuitat ist wieder eine Kugel- 
fuuction derselben Ordnung. 

II. Es sei Xn — X eine Kugeliunction der Ordnung, 
Y„t = Y der «»^* ' Ordnung. Das Product X Y mit dem Elemente 
der Kugelüftohe de vom Radius 1 multiplicirt nnd Uber die 
ganze Engelflttche integrirt giebt ISixSL Das Flftchenelement dtf 
der Kngel kann als Bedhteck betrachtet werden mit den Seiten 
(Element der Poldistanz O) und sin^ii^ (Element des Bogens 
Bin*^9 des PanUlelkreises), also de ^ foR^d^dip. 

Aus 

n{n + 1) siü^A -j- ^^sin^ Ii) -f -A^ ^ = 0 

folgt 



*) Die Umformung dieser Gleichung in Polarcoordinaten bietet 
keine Schwiericrlo it , rfordcrt aber eine läiigere Hechnnng. Dirichlet 
vermeidet ( Vorled ungen . . .}diese durch Anwendung des Green 'sehen 
Satzes. In sanz Shnlioher Weise verfthrt Biemann (Schwere, Electri- 
citftt nnd JMgnetismna) mittelst des Ganss'schen Satsea. 



Digitized by Google 



44 Dritter Abschnitt 

n{ii-\-l)j I XY sin ^ä^dip =^ 

0 0 

ff in n tn 

0 0 0 0 

Das letzte Integral ist deshalb nicht sinnlos, weil den 

Factor tiin 0 hat. Da:» erste der beiden Integrale int«gnre man 
theilweise nach das zweite nach ip» Es ist 

Ton 0 bis 7t Yerscbwindet das integrirte Glied; 

flkr 9» » 0 und <p — 2n nimmt das integrirte Glied gleiche 
Weithe an, Terschwindet also Ton 0 bis 2«. Es ist daher 



n -in 



«(•»-1-1) J J XYfanJ»d9dq>^ 



r in 



' 8in* cfp dtp/ 



m 

fnr 



Den gleichen Werth eiliftlt mau aus 

(», + 1) sin » r + ^ (sm » II) + gl, 1^ = 0 



1t in 



m{m-\-l) J JxY sm^d^dtp. 

0 0 

Ist daher m von n yerschieden, so mnss 

n tn 

I J Xn Ym Bin^d^d^ = 0 

0 0 

sein. VergL Art 19, Zusatz 1. 
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26. Die Formel 



d(p 

6 cos 93 y^^i _ 5* 



kann umgefonnt werden in 

1« 



dtp 27C 



a _ 6 C08 (■v» + 9)) _ 6« ' 

denn cos (1^ -f" 9) niiiimt im Intervalle qp = 0 bis q> = 2:t die- 
selben Werfihe an wie 608 ,9. 

Zur Bestiinmitng des Integrals 



setze man 
damit wird 

/[ ^9 ^ f__j9 

A — B COB^ — Cmitp J A—h cos + 9) 
0 0 

2« 27r 



Dieses Integral hat nur dann einen Sinn, wenn absolut 
^ > & ist. Setzt man A als reell, B und C als imagin&r Tor- 
auS) so kann A — B cos 9» — Csiny nie Nnll werden, es ist 
daher 

dvj S« ^ 

A -|- iB CO» i| 4- sin q yZ*+3*"+C*' 

0 

Daraus eihfilt man, wenn 

^ = cos ^ — a cos 

j& = sin 6* eosy — « sin<9'' cos 9 

C sin sin 9 — iie sin4^' siny' 

gesetst wirdf 

^?4.J58^ 1 — 2ircosa» + «f«, 
OOS 0» = coS'O' eos^*' -|- sin^ sin ^ cos (97' — 9), 



Digitized by Google 



46 Dritter Abschnitt. 

A + iB cos + «C sin i| as* 

cos -ö" -j- i sin -Ö* cos (9 — r\) — « (cos -|- * (9^' — 

Damit wird 

mithin 

Sdtst num 



= X„ — 2 i cos (qo' — ij) — 2 X'n cos 2 (95' — ij) — • • • , 
r, — 2tr;co8(9 — ly) ^ 2r;'co82(9 — — 
so sind die Functionen von allein 

n « w • 

Torige Integral^ so eriiftlt man mit BerOck- 

sichtigiuig, daas 
1« 

0 

in 

foonn((p — ij) cos «(9' — i|)<li| « JB cos 91(9 — q>) , 

0 

2) P, (cos w) = r, — 2X cos (9' - 

+ ^X'nYZ COS 2(y' — g>) • • 

Die Oleichnng 2) enthält das Addiiionstheorem dor 
KugelinnGtionon. 

Setit man ^ 0, so wird 0 » m >^ 1 ; ans 1) folgt 

Setzt man &' =0^ so wird = v = 1; aus 1) folgt 

23* 
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Integrirt man 2) nftch (p von 0 bis 2?^, so erhält man 
in 

JPn (ooso) (l9> » 2ff r, » 2«fP« (co8^) Fn (cos»') , 

0 

d. i. der Legendre'sche Satz*). 

Zusatz. Setzt man in der Gleichung 1) für n und r ihre 
Werthe, für die FiiTiction P«(cosö>) die ihr gleichen Integrale 
des Art. 21, so erhält man: Ist 

608 fl» » eo8<&co8»'-|- sin» sin »'008(9'^ 9), 

80 ist 

/ (co8 + ♦ Bin ^ C08 (y* — t?))" , 
(coa* + ««in^ eo«(g» - tj))"+* ^ 

COS » -|~ i sin» cos ij)" <J i| 
0 

Ä= J(cosia -\- « sin »OOS ~*<ii^, 

in welchen Formeln man statt cosiy, 003(9» — rj)^ 003(9' — i|) 
auch — cosij, — cos (9» — — .cos (9' — ij) setzen kann. 



*) Nach G.G. J. Jacobi (CreUe, Journal für Mathematik, üd. 26) 
bearbeitet. 
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Beihenentwioklimg nach Eugelfanotionen. 



27. Das Potential V einer homogenen Kugelfläche vom 
Radius Eins und der Dichte k auf einen Punkt M = (■9', g>), 
dessen Entfenuing Tom IGttelpunkt q ist, ist 

Vi 4ä&, 

wenn der PanH Jf im Innern; 

9 » 

wenn der Punkt M ausserhalb der Kugelfläche liegt. 

Ist der Punkt M in der Oberfläche, d. h. ^ » 1, so ist 

dVa cVi , - 

Dieser Satz gilt auch, wenn die Dichte k der Kugelfläche 
Terttnderlich, etwa 

ist*j. In diesem Falle ist das Massenelement 

I*' — k'de = /(^', sin ^dO^^ d(p' , 

also 

n = -/r 

«=^^n J J ^^^'^ ^')p^ (cos w) sin^'(?^'rfg>', 

1ta>0 

woraus 



*) Auch für eine beliebige Fläche. 
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folgt. Die Doppeliutegraie werden über die ganze Kugeilläche 
erstreckt. 

Die Ableitong dieser Fonnel iet aber nielit strenge, weü 
die ConTergenz der Beihenentwicklnng von Vi nnd Ta ^ 
nicht nachgewiesen wurde, und selbst, wenn dies der Fall wftre, 

so würde daraas nicbt die Converg^ der Difforaitialqnotienten 
dieser Functionen für 9 = 1 folgen. 

Zur Begründung dieser Formel, welche die Entwicklung 
einer Function /"(ö-, g>) in eine Kugelf unctionenreihe enthält, wird 
analog wie in Art. 6 und 22 der umgekehrte Weg eingeschlagen*). 

38. Es soll die Snnune 

fii, » Xi + • • • + z«, 

Xn = f äin ^'ä^' (J (cos C^)f(&\ q>')dip') , 
u 0 

für n = OO bestimmt werden. 

I. Man setze zunächst = 0, auf diesen einfacheren Fall 
lässt sich der allgemeine leicht zurückführen. In diesem Falle 
wird «0 ^ ^\ also 

tt tir 



*) Ueber die GeBchichte des Beweises dieses Satces möge mit- 
gellieOt werden: Dm ersten (aber misslmigenen) Beweis hat 3. D. 
Poisson durch Suramirung der Reihe X, 4 -f -^„a" + • • 

(Journal de Tficole poly technique , XiX cahier, auch noch in Theorie 
mathämatique de la chaleitr. Cap. VIII. Paris, 1835) geliefert. Dirichlet 
giebt in seiner Abhandlung „Sur les s^ries . , (Grelle Journal, Bd. 17) 
1837 einen Beweis, der auf der Snramimng der Reihe A'^ + + + X„ 
beruht. 0. Bonnet beabaichtigt (Liouville Journal de Matheniutiques 
TomeXVil, 1852) „einen neuen directeren Beweis zu geben". E. Heine 
entfthlt (Handbuch der Kugelfunctionen, Bd. 1, II. Auflage, 8.484), 
„dass er vor I i i Lr ror Zeit durch Kronecker darauf aufmerksam ge- 
macht wurde, dass bei unserer heutigen Eeontniss Ton Eigeuthümlich- 
keiten der Fnnotioiitti audi Dirichlet*s Beweis nieht mehr Töllig 

rfigt". Ulis.se Dini erklärt in seiner Abhandlung ,,Sopra le serie 
funzioni sferiche'^ (Annali di Matematica da Brioschi e Cremona. 
Serie II, Tomo VI, Mai 1874), dass ihm die gewöhnlichen Beweise von 
Dixiddei nnd Bonnct nicht ganz strenge scheinen, und gieht einen 
neuen Beweis, der in bedeutend yereinfachter Form hier mitgetheüt wird. 
Frisobanf, Vorlwranitra. 4 
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B^ft^t uiSku der Kur/> h&iber 



so wird 

l>'dMjrft F<'#') th-u Uittehverth aVk^t Funclionswerthe 
fi/if^if/) auf j*;ri«r Kreiiiinie. welche um den Polpankt A mit 
dem Kpbäri^cht'O Kiwims beschrieben ist. 

Im Folgenden soll der emfiMshereu Schreibweise wegen 9 
statt d' geeetst werden. 

Ans der Gleielinng Art 18, m 

folgt, wenn x — co&9 gesetzt wird, 

(in + 1) ,i.*P.(co.») - ^^i^ - 
damit wird 

Setzt man in diesem Ausdrucke « = 0, 1, 2 ... «, so 
erh&lt man dnreli Addition 

Bas erste der beiden Integrale 

serlege man in die drei Integiale 

n t « 

/+/+/' 

0 , f 

wo mit n nneodlich gross i} nnd » — ^ nnendlidi Uein und 
ingleich «ij und n(n — ß unendlich gross werden. 

Zunttchst soll das mittlere dieser drei Integrale bestimmt 

werden. 
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Die Function F(^) werde im Intervalle von ^ = 0 bis 
& = n endlich und abtheilungsweise stetig mit einer endliehen 
Anzahl von Maxima und Minima vorausgesetzt. 

Sind D^, . . . die Wurzeln der Function 

dP, (co8d) 

im Interralle O = i} bis O = ^, so erhält man (analog wie in 
Art. 8 und 23) far das Gebiet der Stetigkeit YOn F(^) ans 
zwei aufeinander folgenden Theilintegialen 

J F(&)-^d^ = F (ßr) (Fn (COS Or^i) ~ (cOS «^)) , 

WO ßr-^i und ßr Mittelwerthe von «r—i Ins «r und «r bis o^^i 
bedeuten, ein Glied 

Pn (cos«,) (F(fr_i) — Fißr)) i 

die Summe dieser Qlieder wird verschwindend klein, wenn m un- 
endlich gross Torausgesetit wird. Ffir die Spmngstellen sind die 
Betrüge dieses Inte^als yerschwindend klein. 
Es ist daher 

«7 « 

Im Intervalle 0 bis kann die Function F(d) durch FiO) 
ersetzt werden, es wird dann 

/dP 

0 

Aualog mit dem Vorigen wird 

Es ist daher = — F(p) + (— iyF(n), 
Ebenso erhttlt man 

Jr(0) + (-l)»+»n«), 

also Ä -« F(0). 

» 
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Vierter AbÄchmtk 



Für die Unendlichkeitstellen der Pundaon /"(-fr, g>) »af der 
Engelflttche ist eine besondere üntersacliiing ndthig. Hier möge 

nnr envUhnt werden: aus dem Nähemngswertlie für den Diffe- 
rentialquotienten von P„(cosO) (Art 23, Zusatz) folgt, das» 
wenn im Bereiche von ^ = c 

wo A constant ist, gesetzt werden kann (vergl. Art. 8, III), 

/dP 

C 

wenn c — n~", « < 1 Toratisgesettt wird, U von der Oidnimg 
wie wird, also (bei passender Wahl von «) yer^ 

schwindet, wenn v<-^, d. h. die Ordnungszahl des ünendlich- 

Werdens von F{'&) im Bereiche von & = c kleiner als -~- ist. 

Wird daher die Function ^^(•9') an einzelnen Stellen zwischen 
0 und TT — diese beiden Werthe ausgeschlossen — in der «bigen 
Art unendlich gross, so ist der Urenzwerth S der Summe 
gleich F(0). 

II. Der allgeiueme Fall kann aui' diesen specieilen (wo 
= 0 gesetzt wurde) leicht zurückgeführt werden. 

Dies geschieht entweder durch eine Ooordinaten-Transfonua- 
tion, oder direei (naßh Diri eklet) dnreb die Betrachtung der 
Bedeutung des allgemeinen Gliedes Xn, Das Doppelintegral Xn 
unterscheidet sich nur durch den Factor P„ (cos co) , d. i. statt 
des Abstandes des Punktes M' von Ä wird der Abstand M'M 
des Pimktes 31' von dem festen Punkt M genommen; d. h. statt 
des Punktes ^4 erscheint der Punkt M als Anfang oder Pol. 
Die Summe der Reihe S ist daher der Mittelwerth aller Functions- 
werthe mi Umfange eines um den Punkt (^, <p) mit unendlich 
Ideinem Radius beschriebenen Kreises. Ist die Function /*(•&, <p) 
um diesen Punkt herum eindeutig, so stellt die Summe 8 diesen 
Functions Werth /"(O, 97) selbst dar. 

Beispiel. Auf der Kugelfläche sei ein grösster Kreis als 
Theilungslinie gezogen, auf der einen Hälfte der Kugelfläche sei 
der Functions Werth a, auf der anderen Hälfte der Functions- 
werth b aufgeti-agen. Liegt die um den Punkt M mit dem 
Radius 9' beschriebene Kreislinie vollständig auf der ersten Hälfte, 
so ist ■F('^') = 0, u. s. w. Liegt aber diese Kieislinie theils 
auf der einen, thdls auf der anderen Hftlfte, so wird F(9') auf 
die folgende Art bestimmt Liegt M auf der Httlfte mit den 
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Functions werthen a, ist y der Winkel der Bögen von M zu dtüi 
jOnrchschnittspnnkten der Kreislinie mit dem TheUnngskreise, so ist 

wo f durdi den Abstand des Pnnld^eB Jf yom Tlieiliingskreise 
bestünmt ist Liegt M im Theilangskreise selbst, so ist ^ — 

also F(^') = y(a + 

Zusatz 1. Wie man aus dem Vorhergehenden ersieht, ge- 
nügt es bei der Auswei-thung von S„ statt von 6''=0 bis 9"'=% 
nur von 0 bis ri zu iutegriren. Es ist daher diese Bestinunung 
ganz analog mit der der Fourier'schen Beihen. 

Zusatz 2. Eine Function /'(^, g>) lisst sich nnr auf eine 
Art in eine Engelfonetionenreihe entwickeln. Denn wire 

f{^, (pV= X, + X, -h • . . 

fi». 9)- lo-h i^i-f-- -, 

80 w&re, Xn — ^« = Tn gesetzt, Tn ebenfalls eine Kngdfonction 
der Ordnung, also ftkr alle Punkte der Kugelfl&ohe 

o«-T^ + r, H f-r.H — ; 

mnltipUoirt man diese Gleichung mit T^d^ nnd int^grirt man 
über die ganxe Eugelflttche, so wftra daher 

worans nach Art. 35 

jTjdc^o, d. k r„,==ü, x«.= 

folgt 

29. Ist f(<&, 9) eine Engelfnnction Ymi so wird das all- 
gemeine Glied 

Xn = 

nach Art. 25 immer Null, wenn n von »? vorschieden ist, man 
erhält daher aus der Heihenentwicklung nur ein Glied für 
n K m. Es ist daher 

das Integral über die ganze Kugeloberfläche erstreckt. 

Mittelst dieses Satzes kann jede bdiebige Kugelfonction 
der m*™ Ordnimg so umgeformt werden, dtMS in keinem Gliede 
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di© Summe der Exponenten Ton t = pos f)-, = sin ^ cos qp, 
f = sin ^ sin q> die Zahl w überschreitet, und in den einzelnen 
Gliedern w, — 2, w — 4, . . . betrüg,. Da -f- -f- = l 
ist, so können überdies die Glieder mit der Exponentensumme 
m — 2 dmeli Mnltiplicatioii mit i^-\-n^-\- ^^ die der Eiponenten- 
simime m — 4 durch Hnltiplication mit -h ~i~ l^Yt ^ ^* 
80 umgeformt werden, dass die Kogelfdnction F«, eine homogene 
ganze Function der Ordnung von I, ? wird. 

Damit kann man den allgemeinen Au.sdnick einer Eugel- 
function Xn der w'*" Ordnung entwickeln. Denkt man sich die 
Potenzen co8<3d"', sin 9"' durch die Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von <p ausgedrückt, so kommen in nur die «fachen 
vor, also kann 

X,i = Aq-\- cos <p -\- cos 2(p -|- • • • -f- -^n cos «qo 
-|- sin qp -|- £g sin 29) -}~ • • ' -j- ^» sin n(p 
gesetzt werden, wo ^1» und ö, Functionen von ^ sind, in welchen 
(wfgen der Factoren co^stp und sinsqp, die aus den Potenzen 
von siu'&cosy, sin-^ sin 9) erhalten wurden) sin-^-' als Factor er- 
ecdieini Setxt man den obigen Aosdradc in die BifE^witial- 
gleiehnng 1) des Art 24, so erhalt man, da die Coeffidenten 
YOn eos^fp und muBip identisch gleich Noll sein müssen, 

(«(«+ 1) sin d'' — 8*)A^ 4- sin^rf ^ ^ 0 

(«in^^O 

(n(w+ 1) sin-»-— sin^d— -^^^^ = 0. 

Jeden der beiden Coeffidenten und kann man in der 
Form %m%*U ausdrücken, wo U eine Fnnction von C08^»aß 
ist, welche der Gleichung 

(1 - x^) ?7"— 2(» + l)xU' + (n(n -f- 1) — 8{$ +1))Ü^0 

genügt und nach x vom Grade n — s ist. 

Ans der Aehnlidikeit dieser Qleiohung mit der des Art 19 
scUiesst man, dass TI die Form haben mnss 

U = KqX''-* 4- Ä^a;«-«-« -| 

Zur Bestimmung der Coefficienten K erhält man die Gleichung 

2»(2n-2Ä+l)iC«-f-(«— 5— 2iH-2)(»-«— 2ft+l)ir«_i«0, 

woraus 

_ (n^.)(n^.-.l)...(>,,-8t+l) 
^ 8**l(«i» — 1)(Sn — 3) ... (2« — 2t 4. 1)^ 
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folgt Bezeidiiiet man d«n Factor Y^m mit £s», so erhalt 
man för und Ausdrücke yon der Form 

sin {cos ' -f Iii cos 0"-'-^ • • •) , 

wo ^0 eine wülkürlicbe Constante bedeutet; bezeichnet man die 
auf Af bezüglichen Constanten mit G», die auf J?« bezüglichen 
mit den Factor Yon Kq mit ü^^ so ist 

mithin 

Xn = CrQUQ-\- (Gl COS 9? -f" -^1 sin qp) t\ 

+ (GjCOs29?+'^j sin2y) i7jH [-(Cr«C08»y-)-Zfi, sinny)?/«, 

wo Gq, G^i, JJ}, . . . 2» -f" 1 unbestimmte constante Goeffi- 

denten sind. 

Ist die Function X„ von tp unabhängig, so mnss Q-i »■ 
» • • • — » ifft s 0 sein, dann wird 

da nun P«(cos<&) eine von q> unabhängige Kugelfonction ist, 
so muss 

^«-CP»(oos^) 

sein, wo C eine Constante bedeutet. Vergl. Art. 17, 3) und 
Art. 19, für Do 

0^ ^ 

^ 1 . 8 • 6 . . • (Sfi — 1) 

Zusatz. Multiplicirt man die homogene Function X„ der 
Ordnung der Grössen ^, -»i, mit ^"j so wiid ^"Xn eine 

homogene ganze Function n^' Ordnung der rechtwinkligen C!ooidi- 

naten ä?, welche der Gleichung 

d*V . d*V . d*V^Q 
dx* By* ' dz* 

Genüge leistet. Umgekehrt: liostimmt man unter den obigen 
Voraussetzun<^pTi rin particnl^res iniegral dieser Gleichung, so er- 
hält mau nach Absonderung des Factors die Kugelfunotion Xn*). 

30* Sind in jedem Meridian die zu demselben ^ gehörigen 
Functionswerthe /(d, q>) einander gleich, d. h. ist auf jectom 
Parallelkreise ein constanter Fnnctionswertlt auftragen, so ist 

F(»)~'f(»), 

*) Dirichlet „Vorlesungen . . .** Ton Grube. II. Auflage, S. 92. 
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wenn /(^) stetig ift; liingegen an den Spnmgstellen ist 

zn setzen. Damit wird, wegen Art. 36, 

2/r 

JP„ (cos «) rf9>' 2«P« (cos ^)P, (cos , 

0 

2^ = i*±ip^(cos^) ff {&')rn (cos sind'd^'. 

0 

Setzt man cos'9' = a*, f(\f) — (p(x)^ so ist ^(rr) eine von 
X = — 1 "Iiis X = -\- 1 gegebene Function vod x. Vertauscht 
man schliesslich (p(x) mit f(x), so erhält man folgenden Satz: 
Ist f (x) eine von x =^ — 1 bi8a;=-f-l gegebene Function, 
welche abtheilungs weise stetig ist, so kann mau dieselbe in eine 
Eugelftmctioneoreihe 

^ + -^i + -Xg H 

entwickeln, dabei ist 

-f 1 

J>(^)P.(,r)d,.P,(«), 

oder 

und diese Reihe liefert an allen Stellen, wo f{p) stetig ist, 
diesen Fnactionswertii, an den Spmngstellen den Werth 



Zusatz. Han ersieht, dass die formale Bestimmung der 
Coef&oienten der KogeifmiotioaenMcldixng der Fonetion f{p) 
gam dieselbe ist, wie bei der Sinus* nnd Cosinuareilienentwickluag. 

31. Beispiele. I. Es sei von x — — 1 bis Ü f{x) — a, 
von ap — 0 bis -f" 1 /" W — ^• 

0+10 +1 
—1 —10—1 0 

(2n+l)P,(.) ^ ^5 ^ 
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berückaiclitigt man, dasB n 1 und n — 1 zugleich gerade., und 
nngende amd, so etliftlt man 

Es wird damit nach Axt. 17 

^ir+l == (— l)*^"*"* (ör+1 + Or) ; 

fttr a; 0 liefert diese Beilie den Werth ^-i^- 

II. Es sei f{x) = .r"'. m eine posiLive ganze Zahl. * 
Da das erste Glied von l\{x) mit x'" beginnt, so kann man 
af* dnrdi P„t{x) und a;'""*, •■; wieder durch 

PM^i(x) und af*'^, • u. s. w. ausdrücken; ic" erhftlt daher 
die Form , . 

X"^ = ÄmFmix) -h ^_tPm-8(») -i 

Der Coefficient wird 



—1 

Ist m -|- n ungerade oder M > m, so wird ^ » 0, ist 
m -|- n gerade, so wird 

^.-(2* ■ - — -^» + > 



das Integral «mal theilweise integrirt, giebt 

(— iym{m — 1) . • • («1 — n + 1) //n^— — 1)»<Iä 



oder 0^ = y gesetzt, wird 



• 1 (2*1 + 1)«! /"'-f^-*/^ 

^ (2» + 1 /H ! 2 ^[ 



a 

ii»+n+3 m+n+l m+w — 1 m—n-^l » + 1 

2 8 2 S ' 2 

^ /ft , . s nifm - 1) . - . ( wt — n-f 2 t 
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woraus 

— 1.8-6. "*la«-i) (^ + ^^^4^X^-1 + •■•)• 

ni. Entwicklung von sin /wd. 

X„«i!t±l yp,(co8^) sinwdBin^«!^. 

0 

Botst man 

2 mnmB' sind oob (m — 1)0 — cos (m -|- 1)0 

und* für Fnicosd) den Werth aus Art. 17, 4), so sind nur jene 
Theüe des Litegrales tob Null vorsohiedeii, wo 

m — 1=» — 2s oder »i -|- 1 = ^ — 25 . 

Daraus folgt 

Umständlicher ist die Entwicklung von cosm^ nach dieser 
Metbode j mau kann aber cosrnd' durch eiue ganze Function Ton 
cosO»a? ausdrucken, deren Glieder vom Qrade resp. m^m — 3, ... 
sind, und dann auf die Potenzen af*, ... die Aufgabe II 

anwenden« 

IV. Es sei Yon » — 1 bis = 0 f{x) =— 0, von x^^O 
bis « « + 1 /*(*) 



2it, = (2n + i)J»Pn(8)de. 

u 

Nach Art. 30 eriittlt man 

"T" (2n-l)(2l» + 8r»W — 25r^ 

(— if /2 r -i- 1 4r-f 1 2r \ 

y. Addiii man die aUgemeinen Glieder von I und 17, so 
exlüttt man eine Kugelionctionenrnhe, welobe innerhalb x — — 1 

bis ««sO den Werth a, für « — 0 den Werth " 1^ ^ , inneiiialb 
x^Q bis «» + 1 Werth l-\-x liefert. 
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Das Integral 

OD 

'fin 



^ dx = y 



lässt sifb auf folgondo Arten bestimmen. 

I. Mau '/.erlege das Integral in Theile mit dem Grenzen- 
intervalle n und setze im Theile 

dx 



j 



{r-f 

Bin X 



SB 
rtt 



« = rjr + Äf, wenn r gerade, flf = (r + 1)« — if, wenn r un- 
gerade ist; ea wird dann 

m H 

/•(^) + 

I Diflbrenint man den Lojsfaritluntis Ton 

SO erhält man 

.1 1,1 

OOtjV " ^ i • • 

aüflo — Y cot-j- und 

0 o 
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WO a poflttiy ist, werde mit f{b) bemichiiet; es ist dann 

II 

die IntegratioiUBeonstaiite ist Null, wegen f{0) ^0. 

Setst man a als sehr klein Torans, so kann fEkr endUeke 
Werthe Ton x _ ^ gegetst werden, für grosse Werthe von 

wo a« endlich ist oder grosse Werthe annimmt, werden die 

Fonetionswerthe unter dem Integralseiehen, die im Intervalle y 

das Zeichen wechseln, sehr klein; man erhält daher für Terschwindeod 
Ueine Werthe von a 



j 



das obere Zeichen för positive, das untere Zeichen für negative 
Werthe von b genommen. 
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